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摘 要

本文介绍了一种基于比较的贪心思想在信息学竞赛中的应用。本文首先讲述了问题形

式、该方法的过程以及使用该方法需要的一种条件，接着引入了一类树上形式与上一类问

题类似的问题，并给出了这类问题基于上述贪心思想的算法。最后本文对信息学竞赛中的

满足上述条件的常见模型和算法部分性质进行了分析。

1 引言

在信息学竞赛中，贪心思想的应用是极其重要的一个部分。在贪心思想中，存在一类

通过分析在解中交换两个元素对答案的影响，从而得到最优解满足的性质的方法，这种方

法通常被称为“Exchange Arguments”。这类方法在十年前就已经在信息学竞赛中出现，近
年来也出现了一些该算法的拓展例子。但关于该算法的分析和研究仍然较少。本文将对这

种算法进行较为详细的分析。

本文的第一部分通过一个例子引入了该方法，接着分析了该方法可以得到正确的最优

解的一种充分条件。第二部分介绍了这种问题的一个经典拓展——一类在之前的问题上加

入一种形如有根树的限制的问题，接着给出了一种与之前类似但更强的条件，以及问题满

足该条件时问题的两种算法。两部分分别对几种常见的模型进行了讨论，并分析了该部分

算法的部分性质及应用。

2 一类与排列相关的最优化问题及 Exchange Arguments方法

2.1 问题引入

在本文的这一部分中，主要讨论如下形式的问题：

给定 n个元素 x1, · · · , xn，以及一个定义域为这些元素的序列，值域为有序集合的函数

F。求出对于所有的 n阶排列 p，如下表达式的最小值：
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F({xp1 , xp2 , · · · , xpn})

例如如下问题：

例题 1. 1

给出 n个二元正整数对 (ai, bi)，将它们按照任意顺序排成一列。定义排成一列的代价为

每个二元组的 a乘上序列中这个二元组之后的所有二元组的 b之和的总和。求最小的代价。

n ≤ 106, 1 ≤ ai, bi ≤ 106

这可以看成上述问题的一种情况，其中 F({(a1, b1), (a2, b2), · · · , (ak, bk)}) =
∑

1≤i< j≤k aib j，

显然实数中可以进行比较。

分析最优的排列满足的性质。考虑一个排列 (p1, · · · , pn)以及在这个排列中交换两个相

邻位置 (i, i+ 1)得到的排列，即 (q1, · · · , qn) = (p1, · · · , pi−1, pi+1, pi, pi+2, · · · , pn)，则可以得到：

F({(ap1 , bp1 ), · · · , (apn , bpn )}) − F({(aq1 , bq1 ), · · · , (aqn , bqn )}) = api bpi+1 − api+1 bpi (1)

因而如果 api bpi+1−api+1 bpi > 0，则 F({(aq1 , bq1 ), · · · , (aqn , bqn )}) < F({(ap1 , bp1 ), · · · , (apn , bpn )})，
则 (p1, · · · , pn)不是最优解。因此只有满足 ∀1 ≤ i < n, api bpi+1 − api+1 bpi ≤ 0，即 api

bpi
≤ api+1

bpi+1
的

排列可能是最优解。

如果一个排列 p满足这样的限制，则 p满足 ∀1 ≤ i < j ≤ n, api
bpi
≤ aqi

bqi
。因此对于任意数 v，

所有满足 ai
bi
= v的 i在排列中一定构成连续的一段。不同的段在排列中按照 ai

bi
从小到大排序。

对于任意的 i, j，如果 ai
bi
=

a j

b j
，则由 1式，如果排列中 i, j相邻，交换它们后得到的排列的 F保

持不变。因此可以得到，对于排列中满足内部所有 ai
bi
相等的一段，这一段内任意交换不改变

F({(ap1 , bp1 ), · · · , (apn , bpn )})。因此所有满足上述条件的排列 p 的 F({(ap1 , bp1 ), · · · , (apn , bpn )})
相同，从而它们都是最优解。

因此对于这个问题，只需要将所有的二元组按照
api
bpi
排序，即可得到一种最优的排成一

列的方式。时间复杂度为排序的时间复杂度 O(n log n)。

2.2 问题分析与 Exchange Arguments方法

考虑分析上一个问题中的做法。在这个问题中，使用的做法可以看作对于每两个元素

xi, x j间建立了比较关系，比较关系可以看成 F({xi, x j}) ≤ F({x j, xi})。在这道题中，这样定义
的比较关系以及原问题中满足一些特殊的性质，使得将所有元素按照比较关系排序可以得

到一种最优解。但对于更一般的情况，上述做法显然不再成立。事实上对于一些 F，上述形

式的问题目前只有指数级的算法。因此考虑分析上一个问题的性质，得到使得如下算法可

以找到最优解的一种条件：

1题目来源：经典问题
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设给出的所有元素构成的集合为 S，定义 S 上的一种二元比较关系 ≤，将所有元素按
照比较关系排序。

在上一个问题中，不难发现存在如下性质：

性质 2.1. ∀a, b ∈ S，a ≤ b, b ≤ a至少有一者成立。即比较关系满足强完全性。

性质 2.2. ∀a, b, c ∈ S，如果 a ≤ b, b ≤ c，则 a ≤ c。即比较关系满足传递性。

性质 2.3. ∀a, b ∈ S，如果 a ≤ b，则对于任意一个包含 {a, b} 作为连续子序列的元素序列
{s1, · · · , sk−1, a, b, sk+2, · · · , sl}，都有：

F({s1, · · · , sk−1, a, b, sk+2, · · · , sl}) ≤ F({s1, · · · , sk−1, b, a, sk+2, · · · , sl})

存在如下结论：如果 F 满足存在一种 S 上的一种二元比较关系 ≤满足性质 2.1,2.2,2.3，
则在上述算法中使用这种比较关系，上述算法可以得到问题的一个最优解。

证明. 由假设，则 ≤构成 S 上的一个弱序关系（Weak Ordering[1]，也被称为优先关系）。因
此，设 |S | = n，存在一种 S 中元素排成序列 {x1, · · · , xn}的方式，满足 ∀1 ≤ i < n, xi ≤ xi+1。

对于一个满足弱序关系的比较关系 ≤，使用基于比较的排序算法，即可在 O(n log n)次比较

中得到一个这样的序列。

此时有如下引理：

Lemma 2.1. 如果 S 中元素的一种排列 {x1, · · · , xn}满足 ∀1 ≤ i < n, xi ≤ xi+1，且 F 满足性

质 2.3，则不存在一个 S 中元素的排列 {y1, · · · , yn}，使得 F({y1, · · · , yn}) < F({x1, · · · , xn})。即
F({x1, · · · , xn})是所有可能的排列对应的函数值中最小的。

证明. 由 ≤的传递性，有 ∀1 ≤ i < j ≤ n, xi ≤ x j，设 {y1, · · · , yn} = {xp1 , · · · , xpn}。
对 {xp1 , · · · , xpn}进行 n轮交换，第 i轮交换通过若干次交换 xi 以及与其相邻的一个元素的

顺序，将 xi 交换至第 i个位置，n轮交换后即可得到 {x1, · · · , xn}，可以得到第 i轮交换中的

每次交换一定是交换 xi 以及 xi 的前一个元素，且设前一个元素为 xt，则一定有 t > i，从而

xi ≤ xt。由性质 2.3，这样交换相邻两个元素后，F 不会增大。因此进行所有交换后 F 不会

增大，从而有 F({x1, · · · , xn}) ≤ F({xp1 , · · · , xpn})。因此引理成立。 □

由此，满足 ∀1 ≤ i < n, xi ≤ xi+1 的排列 {x1, · · · , xn}是问题的一种最优解。 □

这也证明了上一个问题解法的正确性。

2.3 部分例子与对应模型

2.3.1 一些例子

还有其它一些问题满足类似的形式，下面列举了几个例子。
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例题 2. 2

给出 n个包含小写字符的字符串 s1, · · · , sn。找到一个 n阶排列 p，将 sp1 , sp2 , · · · , spn 顺

序拼接得到 S，使 S 的字典序最小。∑ |si| ≤ 5 × 105

此时设 F 为将字符串顺序拼接的结果，字符串间的字典序比较显然合法。此时仍然令

x ≤ y当且仅当 F({x, y}) ≤ F({y, x})，则此时定义的比较关系为：对于字符串 s, t，s ≤ t当且

仅当 s + t的字典序小于等于 t + s的字典序（这里 s + t表示字符串 s, t按顺序拼接得到的结

果）。显然 ≤满足性质 2.1。字典序的比较关系满足在两个长度相同的字符串开头或结尾增
加相同字符不影响字典序大小关系，因此 ≤满足性质 2.3，只需证明比较关系满足传递性，
即性质 2.2。此时有如下引理：

Lemma 2.2. 记 S∞ 为将字符串 S 无限重复所得到的字符串，则 S + T 的字典序小于等于

T + S 的字典序当且仅当 S∞的字典序小于等于 T∞的字典序。

该引理的证明较为复杂，且与本文其余部分关系不大，故在此略去证明。

字典序的比较关系具有传递性，因此使用上述做法得到的 ≤关系具有传递性，因此比
较关系满足上述三条性质。使用上述做法，使用后缀数组或类似的算法支持预处理后 O(1)

询问两个给出串的后缀的最长公共前缀，即可对于两个给出的字符串 S ,T 在 O(1)的复杂度

内比较 S + T 与 T + S 的字典序大小。后缀数组的实现时间复杂度为 O((
∑ |si|) log(

∑ |si|))。

例题 3. 3

有 n块硬盘，需要对这些硬盘进行格式化。第 i块硬盘在格式化前容量为 ai，格式化后

容量为 bi。初始时每块硬盘中都装满了数据，但在格式化一块硬盘的过程中，需要将这块硬

盘上的所有数据移动到其他硬盘或者存储空间中。数据可以进行任意转移，任意分割。求

最少需要多少的额外存储空间，才能格式化所有的硬盘并保留数据。

n ≤ 106, 0 ≤ ai, bi ≤ 109

设第 i 次格式化的硬盘为第 pi 块。则在格式化第 pi 块硬盘前，需要的额外空间为

max(0, (
∑i−1

j=1 bp j ) − (
∑i

j=1 ap j ))。因此问题相当于给定 n对 (ai, bi)，找到它们的一个排列，最

大化 minn
i=1{(
∑i−1

j=1 bi) − (
∑i

j=1 a j)}。记 F({(a1, b1), · · · , (an, bn)}) = −minn
i=1{(
∑i−1

j=1 b j) − (
∑i

j=1 a j)}，
即可看成最小化 F。

沿用之前的方法，定义 x ≤ y当且仅当 F({x, y}) ≤ F({y, x})，对于两个元素 (a1, b1), (a2, b2)，

(a1, b1) ≤ (a2, b2)当且仅当 min{−a1, b1 − a1 − a2} ≥ min{−a2, b2 − a1 − a2}。考虑这样定义的 ≤
关系是否满足上述性质。对于性质 2.3，设最后的序列为 (a1, b1), · · · , (an, bn)，交换的元素为

2题目来源：经典问题
3题目来源：2016 ACM­ICPC World Finals L Swap Space
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(at, bt), (at+1, bt+1)，且 (at, bt) ≤ (at+1, bt+1)，则：

F({(a1, b1), · · · , (an, bn)}) = −
n

min
i=1
{(

i−1∑
j=1

bi) − (
i∑

j=1

a j)}

= −min{(
t−1∑
j=1

bi) − (
t∑

j=1

a j) +min{−at, bt − at − at+1}, min
1≤i≤n,i,t,t+1

{(
i−1∑
j=1

bi) − (
i∑

j=1

a j)}}

F({(a1, b1), · · · , (at−1, bt−1), (at+1, bt+1), (at, bt), (at+2, bt+2), · · · , (an, bn)})

= −min{(
t−1∑
j=1

bi) − (
t∑

j=1

a j) +min{−at+1, bt+1 − at+1 − at}, min
1≤i≤n,i,t,t+1

{(
i−1∑
j=1

bi) − (
i∑

j=1

a j)}}

因为 min{−at, bt − at − at+1} ≥ min{−at+1, bt+1 − at − at+1}，所以上式中前者小于等于后者，因
此性质 2.3成立。

分析此时大小关系的性质，即 min{−a1, b1 − a1 − a2} ≥ min{−a2, b2 − a1 − a2}。如果这个
不等式成立，则说明不等式左侧的两个元素都大于等于右侧的某一个元素，因此上述条件

等价于满足以下两者之一：

1. 如果都大于等于第一个元素，则相当于 a1 ≤ a2 且 b1 − a1 ≥ 0。

2. 如果都大于等于第二个元素，则相当于 b1 ≥ b2 且 b2 − a2 ≤ 0。

由此可以考虑将所有元素按照 bi − ai 的符号，即 sgn(bi − ai) 4分成三类。此时有如下引

理：

Lemma 2.3. 1. 如果 sgn(b1 − a1) > sgn(b2 − a2)，则 min{−a1, b1 − a1 − a2} ≥ min{−a2, b2 −
a1 − a2}成立。

2. 如果 sgn(b1 − a1) = sgn(b2 − a2) = 1，则 min{−a1, b1 − a1 − a2} ≥ min{−a2, b2 − a1 − a2}
当且仅当 a1 ≤ a2。

3. 如果 sgn(b1 − a1) = sgn(b2 − a2) = 0，则 min{−a1, b1 − a1 − a2} ≥ min{−a2, b2 − a1 − a2}
成立。

4. 如果 sgn(b1 − a1) = sgn(b2 − a2) = −1，则 min{−a1, b1 − a1 − a2} ≥ min{−a2, b2 − a1 − a2}
当且仅当 b1 ≥ b2。

4sgn(x) =


1 x > 0

0 x = 0

−1 x < 0
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证明. 如果 sgn(b1−a1) > sgn(b2−a2)，则 b1−a1 ≥ 0, b2−a2 ≤ 0都成立。如果 a1 ≤ a2, b1 ≥ b2

都不成立，则有 b1 −a1 ≤ b2 −a2，但这与 sgn(b1 −a1) > sgn(b2 −a2)矛盾，因此此时上述两种

条件一定有一种得到满足。对于 sgn相同的情况，由上述两种条件可以直接推出结论。 □

由引理 2.3不难发现，如果按照 sgn(bi − ai)将所有元素分成三类，则在每一类内部，≤
都定义了合法的弱序关系。但此时在不同类之间，≤定义的关系不一定满足传递性。例如，
(2, 2) ≤ (1, 1) ≤ (1, 2)，但 (2, 2) ≰ (1, 2)。因此这样的比较关系不满足性质 2.2。
但对于不同类之间的情况，如果 sgn(b1 − a1) > sgn(b2 − a2)，则一定有 (a1, b1) ≤ (a2, b2)。

因此考虑使用如下方式定义 ≤：
(a1, b1) ≤ (a2, b2)当且仅当满足如下两个条件之一：

1. sgn(b1 − a1) > sgn(b2 − a2)。

2. sgn(b1 − a1) = sgn(b2 − a2)且 F({(a1, b1), (a2, b2)}) ≤ F({(a2, b2), (a1, b1)})

容易验证使用这种方式定义的 ≤满足三条性质。因此使用这样定义的 ≤排序，即可使
用上述算法求解。时间复杂度 O(n log n)。

这个例子说明，由于性质 2.3 中给出的是蕴涵关系而不是双向关系，因而不一定可以
直接使用 F{(x, y)} ≤ F{(y, x)}定义比较关系。但由性质 2.3，如果 x ≤ y则一定有 F{(x, y)} ≤
F{(y, x)}，因此从这个比较关系出发仍然是一种好的思路。
在上一个例子中，不难发现如果没有 ai, bi ≥ 0的条件，上述结论仍然成立。此时它可

以表示下面这个例子：

例题 4. 5

有 n个箱子，第 i个箱子有重量 wi 和承载量 vi(wi, vi > 0)，将它们堆成一列使得每一个

箱子上面的箱子总重量都不大于它的承载量。

n ≤ 106

对于一个箱子的序列 {(w1, v1), · · · , (wn, vn)}，它满足要求当且仅当minn
i=1{vi−

∑i−1
j=1 w j} ≥ 0。

考虑最大化 minn
i=1{vi −

∑i−1
j=1 w j} = minn

i=1{
∑i−1

j=1(−v j −w j)−
∑i

j=1(−v j)}。则问题可以看成上一个
例题中的形式，其中 ai = −vi, bi = −vi − wi，此时所有的 bi − ai < 0。因此一种最优方案为将

所有箱子按照 bi 从大到小排序，即按照 vi + wi 从小到大排序。

类似地，对于例题 1中的问题，如果将限制改为 a, b ≥ 0或者 a ≥ 0或者类似的条件，则对

一些特殊元素进行处理后，可以通过类似于比较 aib j, a jbi 的大小关系来比较 (ai, bi), (a j, b j)，

使得比较关系满足性质 2.1,2.2,2.3。因此这种问题仍然可以使用上述算法求解。但如果没有
限制，变为 a, b为任意实数，则不难找到一组反例使得三条性质一定不能同时成立，因而此

时的问题不再可以使用之前的算法。

5题目来源：改编自经典问题
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2.3.2 部分模型

上文中给出的三个例子分别对应三种不同的元素、函数以及元素间的比较关系，这里

将一组元素、函数以及比较关系称为模型，则上述例子对应了三种模型：

1. 元素形如 (a, b)(a, b ∈ R, a ≥ 0)，F({(a1, b1), (a2, b2), · · · , (ak, bk)}) =
∑

1≤i< j≤k aib j，比较

F 的方式为实数比较。元素间具体的比较方式见上。

2. 元素形如 (a, b)(a, b ∈ R)，F({(a1, b1), · · · , (an, bn)}) = −minn
i=1{(
∑i−1

j=1 b j) − (
∑i

j=1 a j)}，比
较 F 的方式为实数比较。元素间具体的比较方式见例题 3。

3. 元素形如字符串 s，F({s1, · · · , sn} = s1 + · · · + sn，比较 F 的方式为字典序比较。比较

两个元素 s, t的方式为比较 s + t, t + s的字典序。

上述几种模型（尤其是前两种）在信息学竞赛中有较为广泛的应用。还有很多问题可

以转化为上面的几种模型或者其它满足上述性质的模型（例如，F({(a1, b1), · · · , (an, bn)} =∑n
i=1 ai

∏n
j=i+1 b j，其中 ai, bi > 0），在此不再展开。

2.4 一些该方法的其它应用

使用上述算法中的性质和处理方式，可以解决更多的问题。例如如下一类问题：

给定 n个元素 x1, · · · , xn，以及一个定义域为这些元素的序列的函数 F。该函数满足上

述三条性质。选出 k个元素，将它们任意排列成 (y1, · · · , yk)，最小化：

F({y1, · · · , yk})

按照上述算法，可以建立 x间的弱序关系，不妨设 x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn。设选择的元素为

xs1 , · · · , xsk (s1 < s2 < · · · < sk)，则对于选择元素的集合为 {xs1 , · · · , xsk }的情况，由上述算法，
序列 {xs1 , · · · , xsk }是这种情况中的一种最优方案。因此一定存在一种最优方案是 {x1, · · · , xn}
的子序列。根据这个性质，可以将按顺序选择若干个元素的问题变为选取序列的一个子序

列的问题。这在一些情况下可以降低问题的难度，例如：

例题 5. 6

有 n个物品，第 i个物品有非负费用 ci 和价值 vi，两个人进行如下博弈：

1. 第一个人选择一个物品，付出 ci 的代价。第一个人也可以选择直接让博弈结束。

2. 第二个人可以选择删除这个物品，这会使得博弈回到第一步（但第一个人已经付出的
代价不会改变），第二个人最多可以进行 k次这种操作。第二个人也可以选择不操作，

此时第一个人获得 vi 的收益，博弈结束。

6题目来源：2014­2015 ACM­ICPC, Central Europe Regional Contest L The Imp
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第一个人的总收益为收益减去付出的所有代价。第一个人希望最大化收益，第二个人希望

最小化它。求双方最优操作下博弈的结果。

n ≤ 1.5 × 105, k ≤ 9

如果第一个人选择不拿物品，则收益为 0。如果第一个人有更优的策略，则他一定会在

博弈结束时得到一个物品的收益。此时第一个人的策略可以看成，选择一个由 k + 1个物品

组成的序列 {s1, · · · , sk+1}，第 i次操作时选择第 si 个物品。如果第一个人的策略固定，则容

易得到第二个人任意操作时，第一个人的最小总收益为：

k+1
min
i=1
{vsi −

i∑
j=1

cs j}

考虑对于第一个人所有的策略，上式可能的最大值。此时，第一个人通过选择这种策略，可

以使总收益不小于这个值。同时，不存在一种方案使得 min更大，因此对于第一个人的一

种策略，一定存在一个物品使得如果博弈在他选择这个物品时结束，则他的总收益小于等

于这个值，因此第二个人一定可以使得总收益不超过这个值。从而游戏的结果即为这个值，

问题变为最大化这个值。这与例题 4中的情况类似，由例题 4做法可以得到一种最优方案是
将所有物品按照 vsi 从小到大排序。将所有物品按照价值从小到大排序，则第一个人的策略

一定是选择排序后的一个子序列。设 fi, j表示在排序后 [i, n]这段后缀中选择 j个物品，上式

的最大值，则容易得到 fi, j = max{ fi+1, j,min{vi − ci, fi+1, j−1 − ci}}。该算法时间复杂度为 O(nk)。

2.5 总结

该算法的出发点在于分析在一组方案中交换相邻两个元素后，当前方案权值的变化，由

此得到最优的方案需要满足的性质。因此它被称为”Exchange Argument”。而该算法的实质
在于找到一种比较方式构成序关系，使得只要交换一对相邻且满足序关系中后者小于等于

前者的元素，则交换后的的方案的优秀度不会变差，因而可以推出满足序关系的序列一定

是最优方案。直接使用交换后是否不会变差作为比较方式可能会出现问题，但可以发现从

交换的比较关系出发是一种优秀的方案。上文中给出了几个可以使用这种算法的经典例子。

这些例子之间看似没有关联，但它们都可以使用同一种方法求解，这说明这种算法存在广

泛的应用。

同时该算法的思想，即分析最优方案中局部的性质从而推出最优方案中整体的性质，是

一种分析问题性质的有力做法。关于该思想的更多分析在本文中不再展开。
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3 问题在有根树上的拓展以及解法

3.1 问题引入

在这一部分中，主要讨论下面给出的一类问题，这类问题的形式与本文上一部分中给

出的问题形式类似，但加入了一种与有根树相关的，类似偏序的限制。定义 y在排列 p中

比 x更先出现，当且仅当 ∃1 ≤ i < j ≤ n, pi = y, p j = x。则这类问题可以表示为：

给定 n个元素 x1, · · · , xn，以及一个定义域为这些元素的序列，值域为有序集合的函数

F。再给出一棵 n个点的有根树 T，其中 1为根。记点 i(2 ≤ i ≤ n)的父亲为 f ai。在接下来

的部分中，为了使描述更简洁，本文使用“点 i对应元素 pi”这种方式来描述元素与树中点

的关系。

称一个排列满足 T 的限制，当且仅当 ∀2 ≤ i ≤ n， f ai 在排列中比 i更先出现。求出对

于所有满足 T 的限制的 n阶排列 p，如下表达式的最小值：

F({xp1 , xp2 , · · · , xpn})

例如下述问题：

例题 6. 7

给出一棵 n个点的有根树，其中 1为根。点 i上有数字 vi(vi ∈ {0, 1})。现在需要将这些
点排成一列 p1, · · · , pn，满足对于任意一个点 x，在排列中 x除去自身外的所有祖先都比 x

更先出现。最小化序列 {vp1 , vp2 , · · · , vpn}的逆序对数（满足 1 ≤ i < j ≤ n且 vpi > vp j 的对数）。

n ≤ 2 × 105

在本题中，vpi > vp j 当且仅当 vpi = 1, vp j = 0，因此如果将 vi = 1的元素看作上一部分中

第一种模型中的 (1, 0)，将 vi = 0的元素看作 (0, 1)，则该问题可以被表述为上述形式。

如果不存在 T 的限制，则由上一部分的结果，只需要问题满足存在一种元素间的比较

关系满足上一部分给出的三条性质，就可以使用 Exchange Arguments方法求解。但在加入
树的限制后，即使 F 满足这一条件，也可能不存在时间复杂度较优的算法，例如如下模型：

给出 n个数 v1, · · · , vn，将它们排序，使得前 k个数的和最大。

定义 vi ≤ v j 即为在实数意义的进行比较。这显然满足性质 2.1,2.2，不难证明这样的比
较关系也满足性质 2.3。因此 F 满足上文提出的限制。但考虑如下问题：

3.1.1 一种反例

给一棵 n个点的有根树，点有点权。给定正整数 k，选择一个树上包含根的大小为 k的

连通块，使得连通块内点权和最大。

7题目来源：AGC023F 01 on Tree
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该问题等价于选择一个 n个点的排列，满足 T 的限制，并最大化排列中前 k个点的点

权和。没有树上限制时该问题等价于上述模型。该问题可以使用动态规划的方式以 O(n2)的

时间复杂度解决，且如果树形如根节点有三个子树、每个子树都是一条链，则问题等价于

给出三个任意序列 a, b, c，求出 maxi1+i2+i3=k ai1 + bi2 + ci3，因而这个问题难以在低于 O(n2)的

时间复杂度内解决。沿用上一部分中的思路考虑也难以解决问题。这说明如果希望使用上

一部分中基于交换的贪心思路解决这类问题，则需要 F 满足更强的性质以及对问题进一步

的分析。

3.2 对树上问题的分析

设问题中存在 ≤满足性质 2.1,2.2,2.3，则可以得到如下引理：

Lemma 3.1. 设元素为 x1, · · · , xn，有根树的根为 1。设 v满足 xv 是 x2, · · · , xn 中的最小元素：

∀i ∈ {2, · · · , n}, xt ≤ xi，u是 v在树上的父亲，则存在一种最优的排列，使得 u, v在排列中相

邻，即 ∃i ∈ {1, · · · , n − 1}, pi = u, pi+1 = v或者 pi+1 = u, pi = v。

证明. 对于任意一个满足 T 的限制的排列 p，设 a, b满足 pa = u, pb = v，易得 a < b。因为

p1 一定是 T 的根，因而 ∀i ∈ {a + 1, · · · , b − 1}, xv ≤ xpi。由性质 2.3，有：

F({xp1 , · · · , xpb−1 , xpb , · · · , xpn}) ≥ F({xp1 , · · · , xpb , xpb−1 , · · · , xpn}) ≥ · · ·

≥ F({xp1 , · · · , xpa , xpb , xpa+1 , · · · , xpb−1 , xpb+1 , · · · , xpn})

如果 ∃t ∈ {a+1, · · · , b−1}使得 xpt 是 xv的祖先，则因为 pt , v, u，而 u是 v的父亲，因此 pt

是 u的祖先且 pt , u，与 p1, · · · , pn满足 T 的限制矛盾。因此不存在 t ∈ {a+1, · · · , b−1}使得 pt

是 v的祖先，由于其它点对间的相对顺序不变，因而 p1, · · · , pa, pb, pa+1, · · · , pb−1, pb+1, · · · , pn

满足 T 的限制。因此对于任意一个满足 T 的限制的排列 p，都存在一个满足 T 的限制，且

xu, xv在排列中相邻的排列 q，使得 F({xq1 , · · · , xqn}) ≤ F({xp1 , · · · , xpn})。因此存在一种最优的
排列方式满足 u, v在排列中相邻。 □

由引理 3.1，只考虑所有 u, v相邻的满足 T 的限制的排列时得到的最优解是原问题的一

个最优解。考虑在树上将 u, v合并为一个点，这个点代表两个元素组成的序列 {xu, xv}。
此时问题相当于，给出一棵 n − 1个点的有根树 T ′，每个点对应一个元素组成的序列

si，选择一个满足 T 的限制的 n − 1 阶排列 p，将所有序列按照排列顺序拼接后得到序列

S = sp1 + sp2 + · · ·+ spn，最小化 F(S )。不难发现，在新的问题中，所有满足 T ′限制的排列拼

接出的序列即为所有原问题中满足 T 的限制，且 xu, xv 在排列中相邻的排列所得到的序列。

因此，新问题的最优解对应原问题的一个最优解。

新的问题与之前的问题形式相同，但每个点不再对应一个元素，而对应一个元素组成

的序列。因而如果希望继续使用上述引理，则需要将元素间的比较关系拓展为元素构成的

序列间的比较关系，即如下条件：
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设所有给出的元素组成的集合为 S，所有由 S 中元素构成的非空序列组成的集合为 T。

存在一种 T 中元素间的二元比较关系 ≤，满足如下三条性质：

性质 3.1. ∀a, b ∈ T，a ≤ b, b ≤ a中至少有一者成立。

性质 3.2. ∀a, b, c ∈ T，如果 a ≤ b, b ≤ c，则 a ≤ c。

性质 3.3. ∀a, b ∈ T，如果 a ≤ b，则对于任意由 S 中元素组成的序列 s1, s2，下列不等式都成

立：

F(s1 + a + b + s2) ≤ F(s1 + b + a + s2)

如果问题满足上述性质，则存在两种可以在 O(n log n)次序列比较，O(n)次序列合并中

得到问题的一个最优解的算法。下一部分将会给出对两种算法的分析。

3.3 树上问题的两种算法

接下来的算法都在问题满足上述性质的基础上考虑。此时序列满足和元素相同的比较

性质，可以将问题中每个点对应一个元素 xi变为每个点对应一个序列 si = {xi}，因此接下来
只考虑序列间的比较和合并。

3.3.1 算法一

在 T 满足上述性质的基础上继续考虑上述做法，此时在引理 3.1中将元素变为序列，引
理仍然成立。因此在一个点对应一个元素组成的序列时，也可以进行上文中合并两个点的

操作。上述每次操作都会在树上将两个点以及它们对应的序列合并，合并 n − 1次后，有根

树变为一个点，由引理这个点对应的序列即为一种最优解。通过上述步骤，可以得到如下

算法：

进行 n− 1次操作，每次找到除去根节点对应的序列外，其余点对应序列中最小的序列。

设这个点为 x，将 x对应的序列拼接到 x父亲的序列的末尾，并在树上将 x与 x的父亲合并

为一个点。进行 n − 1次操作后，根节点对应的序列即为一种最优解。

使用引理 3.1容易证明，每一次合并点后，新得到的问题的最优解对应上一个问题的一
个最优解，因此上述算法的正确性得以保证。

在实现时，如果使用树上并查集维护缩点，将并查集中一个连通块的信息记录在连通

块的根处，使用任意一种支持插入删除元素并查询最小值的数据结构（例如平衡树）维护

除去根节点外所有点对应的序列，则上述算法需要进行 O(n log n)次序列比较，O(n)次序列

合并，其余部分时间复杂度为 O(n log n)。
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3.3.2 算法二

通过从不同的角度分析问题，可以得到另外一种解决这类问题的算法。这个算法基于

如下两个引理：

Lemma 3.2. 称一个排列 p满足序列 {v1, · · · , vk}的顺序关系，当且仅当在排列中 v1 比 v2 更

先出现，v2 比 v3 更先出现，……，vk−1 比 vk 更先出现。

设有根树 T 中节点 u有若干个儿子节点 v1, · · · , vk，且这些儿子节点都是叶子节点。则

如果满足 sv1 ≤ sv2 ≤ · · · ≤ svk，则存在一种满足 T 的限制的最优的元素排列，其满足序列

{v1, · · · , vk}的顺序关系。

为了证明这个引理，这里给出另一个引理：

Lemma 3.3. 设有根树中 u有两个儿子节点 v1, v2，如果 sv1 ≤ sv2，对于任意一种满足 T 要求

的排列 p，设 pi = v1, p j = v2，则如果 j ≤ i，则可以通过只改变排列中 p j, p j+1, ..., pi的值，得

到另外一个排列 q，满足 F(sq1 + · · · + sqn ) ≤ F(sp1 + · · · + spn )且在排列 q中 v1 比 v2 先出现。

证明. 因为 sv1 ≤ sv2，由性质3.1,3.2，可以得到不等式 sp j+1 + · · ·+ spi−1 ≤ sv2 , sv1 ≤ sp j+1 , · · · , spi−1

中至少有一个成立。

如果前者成立，由性质 3.3，可以得到：

F(sp1 + · · · + sp j−1 + sv2 + sp j+1 + · · · + spi−1 + sv1 + spi+1 + · · · + spn )

≥F(sp1 + · · · + sp j−1 + sp j+1 + · · · + spi−1 + sv2 + sv1 + spi+1 + · · · + spn )

≥F(sp1 + · · · + sp j−1 + sp j+1 + · · · + spi−1 + sv1 + sv2 + spi+1 + · · · + spn )

因为 u, v为叶子节点且父亲相同，不难得到 p1, · · · , p j−1, p j+1, · · · , pi−1, v1, v2, p j+1, · · · , pn

满足 T 的限制，不难发现这个排列满足引理的要求。后者成立的情况同理，因此引理成

立。 □

由这个引理，可以给出前一个引理的证明：

证明. 对于任意一个由 {v1, · · · , vk} 中元素组成，且元素两两不同的序列 {vi1 , · · · , vil}，定义
g({vi1 , · · · , vil})为所有满足 T 的限制，且满足序列 {vi1 , · · · , vik }的顺序关系的排列 p中，F(sp1+

· · · + spn )的最小值。由于 v1, · · · , vk 为父亲相同的叶子节点，因此不难发现对于任意满足条

件的序列，都存在至少一种合法的排列，因此 g是良定义的。

考虑两个满足 svx ≤ svy 的元素 x, y。对于任意一个满足条件的序列 {vi1 , · · · , vil}，如果
∃t ∈ {1, · · · , l − 1}使得 it = y, it+1 = x，令 i′ 为在序列 {i1, · · · , il}中交换 it, it+1 的结果，考虑

g({vi1 , · · · , vil})与 g({vi′1
, · · · , vi′l

})间的大小关系。
对于任意一组在计算 g({vi1 , · · · , vil})时满足条件的排列 p，不难发现在 p中，vy比 vx更

先出现，且设 p j = vy, pi = vx，则 vi1 , ..., vil 没有在 p j+1, ..., pi−1 中出现。由引理 3.3，存在一
个在 p上只改变 p j, · · · , pi 的值，且使得 vx 比 vy 更先出现的排列 q，使得 q满足 T 的限制
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且 F(sq1 + · · · + sqn ) ≤ F(sp1 + · · · + spn )。此时 q满足序列 {vi1 , · · · , vil−1 , vx, vy, vil+1 , · · · , vil}的顺
序关系。因此 q是在计算 g({vi1 , · · · , vil−1 , vx, vy, vil+1 , · · · , vil})中一种满足要求的排列。从而可
以得到 g({vi1 , · · · , vil−1 , vx, vy, vil+1 , · · · , vil}) ≤ g({vi1 , · · · , vil})。
此时如果将 g看作上一部分中算法需要最小化的函数，则当前的≤关系满足性质 2.3，因

为≤满足性质 3.1,3.2，所以≤一定满足性质 2.1,2.2。因此由上一部分中的ExchangeArguments
方法，可以得到如果 sv1 ≤ · · · ≤ svk，则 g({v1, · · · , vk})是所有 k阶排列 p中 g({vp1 , · · · , vpn})的
最小值。因此存在一种最优的排列 p满足序列 {v1, · · · , vk}的顺序关系。因此引理成立。 □

另一个引理为：

Lemma 3.4. 设在有根树 T 中，点 u的所有儿子节点为 v1, ..., vk，且 u的所有儿子节点都是叶

子节点。假设 sv1 ≤ sv2 ≤ · · · ≤ svk。如果 sv1 ≤ su，则对于任意一个满足 T 的限制，且满足序列

{v1, · · · , vk}的顺序关系的排列 p，都存在一个排列 q满足 T 的限制，且满足序列 {v1, · · · , vk}
的顺序关系，并且 F(sq1 + · · · + sqn ) ≤ F(sp1 + · · · + spn )。

证明. 设在排列 p中 p j = u, pi = v1，则 j ≤ i。如果 spi ≤ sp j，则不等式 sp j+1 + · · · + spi−1 ≤
sv2 , sv1 ≤ sp j+1 , · · · , spi−1 中至少有一者成立。

如果前者成立，则由性质 3.3可以得到：

F(sp1 + · · · + sp j−1 + sp j + sp j+1 + · · · + spi−1 + spi + spi+1 + · · · + spn )

≥ F(sp1 + · · · + sp j−1 + sp j+1 + · · · + spi−1 + sp j + spi + spi+1 + · · · + spn})

因为 p满足序列 {v1, · · · , vk}的顺序关系，因而 v2, ..., vk 在排列中都在 v1 之后出现。不

难得到 p1, · · · , p j−1, p j+1, · · · , pi−1, u, v1, p j+1, · · · , pn满足 T 的限制，且满足序列 {v1, · · · , vk}的
顺序关系。后者成立的情况同理。因此引理成立。 □

由上述引理，可以推出如下引理：

Lemma 3.5. 对于 T 中的任意点 u，设 u子树中所有点构成集合 subtreeu，将 subtreeu中元素分

为若干个序列 t1, ..., tk（每个 subtreeu中元素在所有序列中正好出现一次），设 ti = {ti,1, ..., ti,li}，
令 ci = sti,1 + · · · + sti,li，则存在一种方式满足如下条件：

1. c1 ≤ c2 ≤ · · · ≤ ck

2. 如果在原问题中删去 u的子树，并在树中向 u的父亲加入 k个儿子节点 v1, · · · , vk，它

们依次对应序列 c1, · · · , ck，则新问题中所有满足序列 {v1, · · · , vk}的顺序关系的排列
中的最优解对应原问题的一组最优解。

证明. 在树上进行归纳。对于叶子节点 u，令 k = 1, d1 = {u}，此时显然成立。
对于非叶子节点 u，设它有 m个儿子节点为 v1, ..., vm。由归纳假设，它的每个儿子都满

足引理。因而对于每个儿子 vi，都存在满足引理条件的点的序列 ti,1, · · · , ti,ki 以及对应元素
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的序列 ci,1, · · · , ci,ki。对每个子树使用第二条条件后，书中 u的子树变为 u有
∑m

j=1 ki 个儿子

节点 v
′

1,1, · · · , v
′

1,k1
, · · · , v′m,1, · · · , v

′

m,km
，这些节点都是叶子节点，且它们对应上文中的那些序

列。因为 ci,1 ≤ · · · ≤ ci,ki，因而使用归并的方式可以将所有儿子节点排成一列，使得在这个

排列中，对于任意一个儿子节点 vi，排列都满足 {v
′

i,1, · · · , v
′

i,ki
}的顺序限制，且排列中所有点

对应的序列在比较关系下单调不降：对于排列中两个相邻的元素 v
′

i,a, v
′

j,b，满足 ci,a ≤ c j,b。记

l =
∑m

j=1 ki，当前点的排列为 p1, · · · , pl，点对应的序列为 sp1 , · · · , spl。由引理 3.2，存在当前
问题的一组最优解，使得解的排列满足 {p1, · · · , pl}的顺序限制。又因为 {p1, · · · , pl}满足所
有 {v′i,1, · · · , v

′

i,ki
}的顺序限制，从而对每个子树考虑第二条性质，可以得到满足 {p1, · · · , pl}的

顺序限制的最优解对应原问题的一组最优解。

考虑这样一组最优解的性质，如果 sp1 ≤ su，则由引理 3.4，存在一种排列满足 {p1, · · · , pl}
的顺序限制，满足 u, p1 在排列中相邻，且这组解的 F 不大于最优解的 F，因此这也是一组

最优解。考虑在树中将节点 p1与 u合并，将对应的序列进行拼接（拼接后的 s
′
u = su + sp1）。

则不难得到新问题中满足 {p2, · · · , pl}的顺序限制的解对应原问题中一组满足 {p1, · · · , pl}的
顺序限制的解，且原问题中任意一组满足 u, p1 在排列中相邻的解都对应一组新问题的解。

因此由引理 3.2，新问题中存在一组满足 {p2, · · · , pl}的顺序限制的最优解，从而这组解对应
之前问题中所有满足 {p1, · · · , pl}的顺序限制的排列的最优解，从而对应原问题的一组最优
解。

不断进行上面的操作，直到当前排列中的第一个点满足 spi ≰ su或者所有叶子节点都被

合并。对于第二种情况，取 k = 1, d1, c1 为之前合并的结果即可满足引理条件。对于第一种

情况，设合并了 p1, · · · , pi−1，则此时满足 su ≤ spi ≤ · · · ≤ spk。考虑令 t1 为当前 u对应的点

序列，t2,···为 pi, · · · , pk 对应的点序列，则这满足第一条要求。同时因为 pi, · · · , pk 都是叶子

节点且父亲为 u，因此在第二条要求中的新问题中，所有满足序列 {u, pi, · · · , pk}的顺序关系
的排列都可以对应此时一种满足序列 {pi, · · · , pk}的顺序关系的最优解，由上述分析可得这
个最优解对应一组原问题的最优解，因此新问题满足这个条件的最优解对应一组原问题的

最优解，引理成立。 □

使用上述引理证明中的构造方法，即可得到第二种算法：

考虑对于每个点 u求出引理 3.5中该点的所有 ci 按顺序排列构成的序列 S u。对于一个

u，进行如下过程：

首先对于 u的每个儿子 vi求出 S vi，接着将所有的 S vi 按照序列的比较关系归并得到 S u。

令 C = {xu}，重复进行下一步：
找到 S u中的第一个元素，设为 c。如果 S u为空或者 c ≰ C则结束过程。否则，从 S u中

删去 c，并将序列 c拼接在 C后得到新的 C。

在重复的过程结束后，将 C加入 S u 的开头，结束当前点的构造过程。

可以在树中进行深度优先搜索，自下向上求出所有的 S u，求出根节点的 S 后，由引理

3.5可知，将 S 中所有序列拼接即可得到问题的一组最优解。该算法需要 O(n)次对两个 S
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进行归并，O(n)次询问/删除 S 的第一个序列以及 O(n)次合并序列。如果使用平衡树或类

似的数据结构维护 S，则该算法需要 O(n log n)次比较序列，与上一个算法的复杂度相同。

3.4 对具体模型的分析

对于满足存在一种比较关系满足性质 3.1,3.2,3.3 的问题，上述两种算法都可以使用
O(n log n) 次序列比较以及 O(n) 次序列合并中解决问题。接下来考虑哪些模型满足这一条

件。这里对上一部分中提到的三种模型进行分析：

3.4.1 第一种模型

在第一种模型中，元素形如 (a, b)(a, b ∈ R, a ≥ 0)，F({(a1, b1), · · · , (an, bn)}) = ∑1≤i< j≤n aib j。

考虑对于两个序列 c1 = {(a1, b1), · · · , (an, bn)}, c2 = {(a
′

1, b
′

1), · · · , (a′m, b
′
m)}，F(c1+c2)与 F(c2+c1)

的关系（+表示序列拼接）。则不难得到如下结果：

F(c1 + c2) − F(c2 + c1) = (
n∑

i=1

ai) ∗ (
m∑

i=1

b′i) − (
m∑

i=1

a′i) ∗ (
n∑

i=1

bi)

因此可以将序列看成 (
∑

ai,
∑

bi)，这样得到的结果仍然是一个元素。因此考虑使用上一

部分中这种模型的比较方式对两个序列的 (
∑

ai,
∑

bi)进行比较，比较的结果即为序列比较

的结果。不难发现这样比较满足性质 3.1,3.2,3.3。

3.4.2 第二种模型

在第二种模型中元素形如 (ai, bi)(a, b ∈ R)，F({(a1, b1), · · · , (an, bn)}) = −minn
i=1{(
∑i−1

j=1 bi)−
(
∑i

j=1 a j)}。此时从 F 进行分析可以得到如下结论：

对于序列中两个位置连续的元素 (a1, b1), (a2, b2)，在序列中将它们合并为一个元素

(−min(−a1, b1 − a1 − a2), b1 + b2 − a1 − a2 −min(−a1, b1 − a1 − a2))不会改变 F 的值。

归纳可得，在计算 F 时任意一个元素组成的序列都可以被合并为一个等价的元素。因

此在性质 3.3中可以在不等式两侧分别将序列 s, t合并为与之等价的元素，从而可以使用等

价元素的比较结果来比较两个序列。由于元素间存在一种比较关系满足性质 2.1,2.2,2.3，因
此使用这种比较关系得到的序列间比较关系满足性质 3.1,3.2,3.3。

3.4.3 第三种模型

对于第三种模型，序列中若干个字符串进行拼接后仍然是字符串，因此上述性质显然

成立，但对字符串进行拼接及比较的问题则较为复杂。这部分的具体细节在本文中不再展

开。
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但对于这部分开头给出的反例，不存在一种 ≤关系满足上述条件。例如，令 k = 2，则

F({3, 3}) > F({4, 1})，但 F({4, 3, 2}) < F({4, 4, 1})，由性质 3.1，{3, 3}, {4, 1}中必定有一者小于
等于另外一者，但两种情况都与性质 3.3矛盾。因此上述条件一定不能被满足，该问题不能
使用上述算法解决。

3.5 算法性质及应用

对于上述前两种模型，它们有较好的性质：在合并两个序列 c1, c2时，只需要知道关于

两个序列的 O(1)级别的信息，即可求出合并后序列的信息以及 F(c1 + c2)。例如，对于第一

种模型，只需要知道序列 c的
∑

ai,
∑

bi, F(c)，即可 O(1)求出合并后的这些信息，而在第二

种模型中只需要知道等价元素 (a, b)。因为这些原因，对于这两种模型对应的问题，上述两

种算法可以在 O(n log n)的时间复杂度内得到答案。其中第一种模型对应上文给出的例题 6，
而下面这个题目对应第二种模型：

例题 7. 8

有一棵 n个点的树，树上除去节点 1外的每个节点有一个权值 vi。有一个人初始在点

1，这个人有一个值 hp，初始为 0。这个人可以沿着树边移动，他第一次到达一个点 i时，hp

会变为 hp + vi，如果 hp < 0则他会失败。求他能否在不失败的情况下到达一个给定的点 t。

n ≤ 105, |vi| ≤ 109

考虑加入一个叶子节点连向 t，这个节点的权值为 +∞，则如果能到达 t，则从 t走到这

个叶子节点后，一定可以经过其它所有节点。因此问题变为能否在不失败的情况下经过所

有节点。如果维护一个序列，在第一次经过某个节点时将节点加入这个序列，则得到的序

列是一个满足给出的树 T 的限制的排列，且经过所有节点时 v的变化过程即为按照排列顺

序经过每个点时，v的变化过程。

此时问题变为找到一个满足 T 的限制的排列，使得按照排列顺序经过每个点，任意时

刻 v ≥ 0。考虑最大化 v在所有时刻的最小值，则问题变为第二种模型的形式，其中一个大

于等于 0的元素 x对应 (0, x)，小于 0的元素 x对应 (−x, 0)。使用上述算法求解，时间复杂

度为 O(n log n)。

3.5.1 求一组最优解

上一部分提到，在前两种模型中，只需要维护序列的部分信息就可以比较序列并维护

答案，考虑在这种情况下求出方案。上述两种算法中，都进行了 n次合并序列操作，每次

操作形如将序列 si拼接到序列 s j末尾。在算法的过程中记录这些操作，执行完整个算法后，

通过这些合并操作的信息，不难在 O(n)的时间复杂度内还原出算法求出的方案。

8题目来源：2013­2014 ACM­ICPC, Central Europe Regional Contest E Escape
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3.5.2 求“每个点子树问题的答案”

考虑下面这类形式的问题：

给出一个上述形式的问题，称一个以 u为根的子树的子问题为：只保留树中 u子树内

的点作为新的树 T ′，以及这些点对应的元素，以 u为 T ′的根，其余问题形式与之前的问题

相同。

对于树中每个点 u，求出以 u为根的子树的子问题的答案。

下面是一个这种问题的例子：

例题 8. 9

给定一棵 n个点的有根树，1为根，点有点权 vi。你有若干枚棋子，可以进行如下操作：

1. 选择一个上面有棋子的点，将这个点上的所有棋子拿回。

2. 选择一个上面没有棋子，且它的儿子上都有棋子的点 i，向这个点上放 vi 个棋子。

对于每个点，求出如果需要在这个点上放上棋子，则初始时最小需要多少枚棋子。

n ≤ 2 × 105, 1 ≤ vi ≤ 109

分析题目不难得到如下性质：

1. 如果需要在 i上放上棋子，则过程中只会向 i的子树中放棋子，且正好会向 i子树中

的每个点放一次棋子。

2. 存在一种最优的操作方式，使得对于任意点 x，在向 x上放上棋子后，下一步操作为

拿回 x儿子上的棋子。

这里略去证明。通过上述性质，设 p1, · · · , pk 为操作中所有向点上放棋子的操作的点按

顺序构成的序列，则对于向 i上放棋子的问题，存在一种最优解使得 p是 i子树中所有点的

一个排列。该排列需要满足，对于树上任意一个点 u，设 u的父亲为 v，如果 u, v都在排列

中出现，则在排列中 u一定在 v之前出现。同时，设 si为点 i所有儿子的 v之和，则由第二

条性质，在点 pi 放下棋子后，此时总共放下的棋子数量为 (
∑i

j=1 vp j ) − (
∑i−1

j=1 sp j )，因此相当

于最小化 maxi((
∑i

j=1 vp j )− (
∑i−1

j=1 sp j ))。这与上述第二种模型类似，唯一的区别是树上一条边

限制的方向与之前相反。

注意到 (
∑i

j=1 vp j ) − (
∑i−1

j=1 sp j ) = (
∑k

i=1 vpi − spi ) + (
∑k−i+1

i=1 spk−i ) − (
∑k−i

i=1 vpk−i )，因此将排列翻

转后的 F 仍然与之前形式相同，而翻转后树的限制变为 u的父亲 v在排列中一定在 u之前

出现，这与上文中满足 T 的限制等价。因此通过上述方式，问题被转化为对于树中每个点

u，求出以 u为根的子树的子问题的答案。

9题目来源：UOJ418【集训队作业 2018】三角形
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使用算法二中的思路容易解决这种问题。在算法二中，由引理 3.5不难得到如下性质：
记 S u为引理 3.5中 u构造的所有序列构成的序列，将 S u内元素按顺序拼接，得到的序

列即为一种以 u为根的子树的子问题的最优解。

因此，如果在算法二中使用平衡树或者类似的数据结构维护 S u，即可同时在平衡树中

维护以 u为根的子树的子问题的最优解。这样的过程复杂度与算法二相同。

使用算法一的思路也可以解决这个问题，但需要进行更多的分析，可以得到如下引理：

Lemma 3.6. 对于有根树 T 中的任意点 u，设 u的儿子节点构成集合 sonu，则 ∀S ∈ sonu，令

U(u, S )为 u以及 S 中所有点在树中的子树内的所有节点构成的集合，则：

对于任意一种在 T 中使用算法一求出的最优排列 p，存在一种在只保留树中 U(u, S )的

导出子图，且以 u为根的树上使用算法一求出的排列 q，使得 p满足 {q1, · · · }的顺序关系。

证明. 对 T 的节点数进行归纳，只有一个节点时显然成立。

对于其余情况，考虑在 T 中进行算法一过程中的第一次合并操作。如果这次合并操作

没有涉及到属于 U(u, S )的点，则操作后 U(u, S )不变，这部分中使用算法一求出的最优排

列不变，由归纳假设可知此时结论成立。如果这次合并只影响到了 u（例如 u与父亲节点合

并或者某个不在 U(u, S )内的儿子节点与 u合并），则合并后 U(u, S )在树中仍然有引理中要

求的结构，且在合并后 U(u, S )的问题中，树结构不变，但根节点对应的序列会改变。但可

以发现算法一中根节点对应的序列不影响算法的过程，因此此时结论仍然成立。

否则，合并操作一定合并了两个属于 U(u, S ) 的节点。设合并点为 u 与 u 的父亲节点

f au，则 su 为 T 中除去根节点外所有节点对应序列的一个最小值，因此它也是 U(u, S )除去

根节点 u外所有节点对应序列的一个最小值。因此存在在保留 U(u, S )的导出子图中以 u为

根得到的有根树中进行算法一的一种方式，使得第一步合并 u与 f au。由归纳假设可知此时

结论成立。因此引理成立。 □

由引理 3.6，对于任意一种算法一求出的最优排列 p，对于任意树中节点 x，在 p中只

保留属于 x子树内的节点得到的排列即为对 x子树内的问题使用算法一得到的一种最优解。

因此通过这个最优排列，可以知道在所有子树内的问题中元素一定满足一种顺序。此时可

以使用支持合并的数据结构，在树中进行深度优先搜索，自下向上维护每个节点的一种最

优解。一种实现方式为使用动态开点线段树进行维护，合并时使用线段树合并，该算法的

复杂度也与算法一相同。

由引理 3.5不难发现，算法二求出的最优排列 p也满足这一性质：对于任意树中节点 x，

在 p中只保留属于 x子树内的节点得到的排列即为对 x子树内的问题的一种最优解。但如

果最优排列 p不是由上述算法求出，而是任意一个最优的排列，则容易构造出上述性质的

反例。因此上述结论只对本文中给出的两种算法求出的最优解有保证。

3.5.3 部分其它应用

最后，这里再给出一个与算法二的做法有关的题目：
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例题 9. 10

有 n堆石子排成一列，第 i堆石子有 pi 个。对于每个 i，求出如下问题的答案：

你需要将所有石子合并成一堆，每次你可以选择相邻的两堆石子，将它们合并成一堆，

代价为两堆石子数量的和。有一个额外限制：每次选择的两堆石子中，必须包含原来的第 i

堆石子。求出最小总代价。

n ≤ 2 × 105, 1 ≤ ai ≤ 106

考虑从位置 x开始的问题，可以看成每次将一堆石子并入第 x堆，设第 i−1次加入了第

pi堆石子（p1 = x），则 p构成一个排列，序列的限制相当于 ∀i ∈ {1, 2, · · · , k − 1}，i+ 1在排

列中比 i先出现，且 ∀i ∈ {k+1, · · · , n}，i−1在排列中比 i先出现。因此考虑一条 1−2−· · ·−n

的链，设这条链以 k为根得到的有根树为 Tk，则从位置 x开始的问题中，合并顺序的限制

等价于 p满足 Tk 的限制。

容易发现总代价只和 p有关，且代价为
∑n

i=1 api ∗ (n − i + 1)。如果减去一个定值
∑n

i=1 ai，

则上述代价相当于
∑

1≤i< j≤n api。因此如果令点 i对应元素 (ai, 1)，上述代价即为第一种模型

中的形式。从而可以使用上述算法，在 O(n log n)的时间复杂度内求出单个问题的答案。

如果使用算法二，则该算法求出以 x为根的答案的步骤为：

求出在引理 3.5中，1 − 2 − · · · − (x − 1)的链，以 x − 1为根时根节点得到的所有序列按

顺序组成的序列 Lx−1，以及 (x + 1) − · · · − n的链，以 x + 1为根时根节点得到的序列 Rx+1。

由引理 3.2，3.4可以得到，设将 Lx−1，Rx+1 按照比较关系归并后得到的序列为 S ′x，则将 S ′x
中所有序列按顺序拼接，再在得到的序列开头加入 x后，得到的方案对应原问题的一组解，

且是由引理 3.5转换后问题的一组最优解，因此这组解是原问题的一组最优解。

考虑 Lx与 Lx+1间的差别，根据上述算法，求 Lx+1时，x+1作为根，只有一个儿子 x，且对

x的子树进行算法二可以得到 Lx。因此算法二中会进行如下操作：令 C = {(vx, 1)}, Lx+1 = Lx，

取出 Lx+1 中第一个元素 c，如果 c ≤ C 则将 c从 Lx+1 中删去，并将 c拼接到 C 末尾。重复

执行上一步直到不满足条件，最后将 C加入 Lx+1 开头。

在 x从 1依次增加到 n时，对 L进行的操作为向开头插入或删除序列并查询开头的序

列。显然插入及删除的次数为 O(n)次。对 R也只会进行 O(n)次向开头插入或删除的操作。

只需要在每次插入或删除后维护当前 L,R按比较关系归并的一种结果，就可以维护答案。考

虑使用平衡树维护一种归并的结果，删除开头序列时可以直接在平衡树中删除。在开头插

入序列时，设操作为插入到 L开头，插入序列为 s，则由构造方式，插入的序列一定小于等

于当前 L中的所有序列。从而如果将这个序列插入到平衡树中最后一个满足 t ≤ s, s ≰ t的

元素 t 后，则这种方式既保证了有序性，也保证了 L中所有元素在当前序列中按照顺序排

列，因此插入后仍然是一种归并的结果。在平衡树中维护答案，因为序列比较，拼接，合并

答案可以 O(1)维护，因而时间复杂度为 O(n log n)。

10题目来源：Yuhao Du Contest 7 H Heavy Stones
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本题中只需要求出答案，而如果两个序列 a, b满足 a ≤ b, b ≤ a，则在方案中交换相邻

的这两个序列一定不改变 F，因此在插入时，对于满足 a ≤ b, b ≤ a的序列 a, b按照任意顺

序排列都不会改变答案。但如果按照任意顺序插入，虽然答案一定与最优解答案相同，但

当前维护的方案不一定满足树的限制。

3.6 总结

这类问题有着与上一部分中问题类似的结构，但在上一种问题上额外增加了对排列的

限制，对排列的限制可以看作一个有根树的形式。从需要满足的条件以及满足条件下的解

法上看，两种问题都有很强的关联。但由于加入了限制，通过一些例子可以发现只满足之前

的要求并不能解决问题。本文对上一部分中的要求加强，将比较元素变为了比较序列。在

此基础上，本文给出了两种从不同角度出发的算法。第一种算法从局部单个点的情况入手，

通过将比较关系下最小的序列所在的点与它的父亲合并得到规模更小的问题。第二种算法

则是先解决每个儿子子树内的问题，通过若干性质，将儿子子树内问题的解合并得到自身

子树内问题的解。两种算法可以以相同的时间复杂度解决问题。从两个算法的解题过程出

发，可以得到更多的应用，本文对一些应用进行了分析，但因为笔者水平有限，本文只举出

了笔者所知的部分应用。

4 后记及展望

在信息学竞赛中，贪心思想有着广泛的应用，有很多与贪心思想有关的值得深入研究

的问题。本文所述的相关算法在信息学竞赛中已经有了多次出现，但这类问题的详细分析

并不简单。由于笔者水平有限，还有有许多与这类算法相关的问题笔者没有得到很好的答

案，例如下列问题：

1. 本文中两部分分别对比较关系提出了三条性质的限制，是否存在比这三条性质更
弱/更简单，但也能使得本文所述算法得到最优解的性质？

2. 除了上文提到的三种模型及其变形，是否存在更多满足上述性质的模型？模型是否存
在更加本质的描述？

希望本文能够起到抛砖引玉的作用，希望感兴趣的读者能够进行进一步研究，从而得

到这类问题更多更有趣的做法与应用。笔者也希望看到上述问题更好的结果。
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